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1 導入
k を代数的閉体とし,  $\Gamma$ 及び  $\Lambda$ を  k 上の対称多元環とする.2つの対称多元環  $\Gamma$ と  $\Lambda$ が導来同値であるた
めの必要十分条件は,  $\Gamma$ 上の片側傾斜複体で,その自己準同型環が  $\Lambda$ と同型になるものが存在することである
ことがRickard により [5] において示された.さらに,  $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群の両側傾斜複体が存在することも必要十
分条件であることがRickard により示された [7]. この片側傾斜複体,及び両側傾斜複体の定義は次で与えら
れる.
定義1. [5] 対称多元環  $\Gamma$ に対し,  $\Gamma$‐加群の有界な複体  T が片側傾斜複体とは,次の条件が成り立つときを
いう.
1. T の各項が有限生成射影  $\Gamma$‐加群.
2.  0 でない任意の整数 n に対して \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{D^{b}( $\Gamma$)}(T, T[n])=0.
3. T の有限直和の直和因子たちが三角圏として K^{b} (  $\Gamma$‐proj)を生成する.
定義2. [7] 対称多元環  $\Gamma$,  $\Lambda$ に対して  $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群の有界な複体 C が両側傾斜複体とは,次の条件が成り立
つときをいう.ただし, C^{*}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{k}(C, k) とする.
1. C の各項が左  $\Gamma$‐加群として有限生成で射影的.
2.  C の各項が右 \mathrm{A}‐加群として有限生成で射影的.
3.  $\Gamma$- $\Gamma$‐両側加群の導来圏において  C\otimes_{ $\Gamma$}C^{*}\cong \mathrm{A}.
考えている対称多元環が群環のとき,splendid傾斜複体という両側傾斜複体が定義される.
定義3. [7] p を素数とし, k を標数 p の代数的閉体とする.さらに有限群 G とその部分群 H が,シロー p‐部
分群 P を共有し,同じ 局所構造を持つとする. kG の主ブロック A と kH の主ブロック B に対し, A‐B‐
両側加群の両側傾斜複体 C がsplendid傾斜複体とは,次の条件を満たすときをいう.ただし, P の部分群 Q
に対し, \triangle Q=\{(q, q)\in G\times H|q\in Q\} とする.
1. A‐A‐両側加群のホモトピー圏において C\otimes_{B}C^{*}\cong A.
2. それぞれの項は,






命題4. [8] A, B は定義3のものとし, R を P の部分群とする.さらに, A' , Bをそれぞれ kC_{G}(R) , kC_{H}(R)
の主ブロックとする.このとき, A'-B‐両側加群のsplendid傾斜複体が存在する.すなわち, A' とBは導
来同値である.
 $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群の両側傾斜複体 C を  $\Gamma$‐加群の複体と見なしたとき,  $\Gamma$ の導来圏において  C は  $\Gamma$‐加群の片側
傾斜複体で,その自己準同型環が  $\Lambda$ になることが知られている.与えられた \mathrm{r}‐加群の片側傾斜複体に対し,





以下,加群はすべて有限生成で断らない限り左加群とする.また,  k‐多元環上の加群 U に対して, U^{*} に
よって Homk(U,初を表し,省略のため k 上のテンソル積 \otimes_{k} を単に \otimes で表すことにする.また,  U の射影
被覆  $\pi$ :  P(U)\rightarrow U に対して,  $\Omega$ U によって \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} $\pi$ を表すことにし,帰納的に  $\Omega$^{n}U:= $\Omega$($\Omega$^{n-1}U) とおく.
2 主定理
p を素数, k を標数 p の代数的閉体, G を巡回シロー p‐部分群 P を持つ有限群, H:=N_{G}(P) を G におけ
る P の正規化群とする.さらに A, B をそれぞれ kG, kH の主ブロックとする.主ブロックの不足群はシロー





従って,定理5より A, B はBrauer樹木多元環となる.さらに, A と B のBrauer 樹木は同じ辺の本数と同
じ重複度を持つことが知られている [1]. 以後, A 及び B のBrauer樹木の辺の本数,すなわち単純加群の同
型類の完全代表系の個数を e とする.この2つの主ブロックについて,以下のことが知られている.
定理6. [6][9] A と B は導来同値である.
Rickard[6] はこの事実を A 上の片側傾斜複体で,その自己準同型環が B となるものを構成することで示し
た.一方,Rouquier[9] は, A と B の森田型安定同値を誘導する A‐B‐両側加群 M の射影被覆 P\rightarrow $\pi$ M に対
して,適当に P の直和因子 Y を取り,全射準同型  $\pi$ を  Y に制限することで両側傾斜複体 0\rightarrow Y\rightarrow $\pi$ M\rightarrow 0
を構成した.Rouquier が構成した両側傾斜複体を A‐加群の複体と見ても,Rickard が構成したものとは一般
には一致しない.




主定理 (Kozakai‐Kunugi). p を素数, k を標数 p の代数的閉体, G を巡回シロー p 部分群 P を持つ有限群,
H:=N_{G}(P) を P の G における正規化群とする.さらに A, B をそれぞれ kG, kH の主ブロックとする. こ
のとき,A‐B‐両側加群の両側傾斜複体で, A‐加群の複体とみなしたとき, A の導来圏で Rickard[6] により A
上の片側傾斜複体と一致するものが存在する.さらに,この両側傾斜複体はsplendid傾斜複体としてとるこ
とができる.
3節でこの両側傾斜複体の構成法を述べ,4節で p=7, G=\mathrm{S}\mathrm{L}(2,7) の場合を例にRickard[6] が構成した
片側傾斜複体の例,及び今回構成した両側傾斜複体の例をみる.
3 両側傾斜複体の構成
この節では両側傾斜複体の構成法を述べる.2節でも述べたように, A と B の森田型安定同値を誘導する
A‐B‐両側加群の極小射影分解から求める両側傾斜複体を構成していく. S を A のBrauer樹木において,例
外頂点から1番遠い場所に位置する単純 A‐加群とし, M を A と B の森田型安定同値を誘導する A‐B‐両側
加群で, M^{*}\otimes_{A}S が単純 B‐加群となるもの,すなわち M\otimes_{B}V\cong S を満たす単純 B‐加群 V が存在するも
のとする.このような両側加群 M は存在する.実際,Rickardが構成した片側傾斜複体から誘導される, A
と B の森田型安定同値を誘導する A‐B‐両側加群はこの条件を満たす.
3.1 準備
この節では  $\Gamma$ 及び  $\Lambda$ は有限次元対称多元環とする.また,  M を  $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群で  $\Gamma$ と  $\Lambda$ の森田型安定同値
を誘導するものとする.この  M の極小射影分解を求めていく.
補題7. [9] M の  $\Gamma$- $\Lambda$‐両側加群としての射影被覆は次で与えられる.
\displaystyle \bigoplus_{w}P(M\otimes_{ $\Lambda$}W)\otimes P(W^{*})
ただし, W は単純  $\Gamma$‐加群の同型類の完全代表系全てを動く.
この命題により,  M の両側加群としての射影被覆  $\pi$:P(M)\rightarrow M が得られる.
次に  $\Omega$ M:=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} $\pi$ の射影被覆を求める.
補題8.  M は  $\Gamma$ と  $\Lambda$ の森田型安定同値を誘導する  $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群とする.また, U を \mathrm{A}‐加群とする.このと
き次が成り立つ.
1.  $\Omega$ M は  $\Gamma$ と  $\Lambda$ の森田型安定同値を誘導する.
2. ある射影  $\Gamma$‐加群 QĨ が存在して  $\Omega$ M\otimes_{ $\Lambda$}U\cong $\Omega$(M\otimes_{ $\Lambda$}U)\oplus Q_{1}.
3. ある射影  $\Gamma$‐加群 Q2が存在して  M\otimes_{ $\Lambda$} $\Omega$ U\cong $\Omega$(M\otimes_{ $\Lambda$}U)\oplus Q_{2}.
補題9. [4] M は  $\Gamma$ と  $\Lambda$ の森田型安定同値を誘導する  $\Gamma$-\mathrm{A}‐両側加群とする.また, W を単純 \mathrm{A}‐加群とする.
このとき, M\otimes_{ $\Lambda$}W は直既約  $\Gamma$‐加群である.
補題8, 補題9により,  $\Omega$ M の射影被覆が再び補題7を用いて次の結果を得る.
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P( $\Omega$ M)\displaystyle \cong\bigoplus_{W}P( $\Omega$(M\otimes_{ $\Lambda$}W))\otimes P(W^{*})
ただし, W は単純  $\Gamma$‐加群の同型類の完全代表系全てを動く.
さらに,補題8は帰納的に用いることができるので,再び補題9と組み合わせて  $\Omega$^{n}M:= $\Omega$($\Omega$^{n-1}M) の
射影被覆も得る.
P($\Omega$^{n}M)\displaystyle \cong\bigoplus_{W}P($\Omega$^{n}(M\otimes_{ $\Lambda$}W))\otimes P(W^{*})
ただし, W は単純  $\Gamma$‐加群の同型類の完全代表系全てを動く.
3.2  M の極小射影分解
この節では,3.1節の事実を用いて,Rickardが構成した片側傾斜複体から誘導される, A と B の森田型安
定同値を誘導する A‐B‐両側加群 M の極小射影分解を求めていく.
まず H=N_{G}(P) の主ブロック B は次の性質を持つ.
命題10. [1, Section 5] B は対称中山多元環である.
この命題より,任意の単純 B‐加群 V に対して B の任意の単純加群は,同型を除いて一意的に $\Omega$^{2i}V と表示
できる.ただし 0\leq i\leq e-1 である.従って,非負整数 n に対して,A‐B‐両側加群 $\Omega$^{n}M の射影被覆は,単
純 B‐加群 V を1つ固定し,補題7の W を $\Omega$^{2i}V で置き換え,補題8, 補題9を用いることで次のように表
示できる,ただし, $\Omega$^{0}M=M とする.
P($\Omega$^{n}M)=\displaystyle \bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P(M\otimes_{B}$\Omega$^{2i}V)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})\cong\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P($\Omega$^{2i+n}(M\otimes_{B}V))\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})
特に, A のBrauer 樹木において,例外頂点から1番遠い場所に位置する単純 A‐加群 S を1つ固定し,単純
B‐加群 V を
S\cong M\otimes_{B}V
を満たすものとする.この S と V を用いて, M のA‐B‐両側加群としての極小射影分解
. . . \rightarrow P($\Omega$^{n}M)\rightarrow\cdots\rightarrow P( $\Omega$ M)\rightarrow P(M)\rightarrow M\rightarrow 0
は次のように表示できる.
. . . \displaystyle \rightarrow$\pi$_{n+2}\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P($\Omega$^{2i+n}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})
\rightarrow^{$\pi$_{n+1}}
\displaystyle \rightarrow^{8} $\pi$\bigoplus_{0\leq i\leq e-1}P($\Omega$^{2i+1}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})





Brauer 樹木のそれぞれの辺 T に対し,自然数 d(T) を,例外頂点から T に対応する辺の遠い方への頂点へ
の最短のルートに用いる辺の個数とする.例えば例外頂点に隣接する辺の距離は1である.また, d(T) の最
人値,すなわち d(S) を m とおく.
補題11. M の極小射影分解と 1\leq n\leq m-2 に対して次の包含関係が成り立つ.
$\pi$_{n+1}(\displaystyle \bigoplus_{n}P($\Omega$^{2i+n}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*}))\subset d(\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}$\Omega$^{2i}+s)\leq m-n\bigoplus_{n-1}P($\Omega$^{2i+n-1}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})
この補題により,先ほどの極小射影分解のそれぞれの項から直和因子を取り除き,全射準同型をその直和因子
に制限することで次の両側複体 C を得る.
0\displaystyle \rightarrow d(s)\leq 1\bigoplus_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}$\Omega$^{2i+m-1}}P($\Omega$^{2i+m-1}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})
\rightarrow^{$\pi$_{2;}+m}
\displaystyle \rightarrow^{3} $\pi$\bigoplus_{sd(\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}$\Omega$^{2\hat{ $\iota$}+1})\leq m-2}P($\Omega$^{2i+1}S)\otimes P($\Omega$^{2i}V^{*})




命題12. 両側複体 C はA‐B‐両側加群の両側傾斜複体で, A‐加群の複体とみなしたとき, A の導来圏で
Rickard[6] により A 上の片側傾斜複体と一致する.さらに,この両側傾斜複体は splendid 傾斜複体としてと
ることができる.
3.4 splendid 傾斜複体
A のBrauer樹木において,例外頂点から1番遠い場所に位置する単純 A‐加群が自明な単純加群 k_{G} である
と仮定する. A のA‐B‐両側加群としての直既約因子でヴアーテックスとして \triangle P:=\{(x, x)|x\in P\} を持つ
ものが一意的に存在するが,これを M とおけば, M は A と B の森田型安定同値を誘導する [2]. さらに,
M\otimes_{B}k_{H}\cong k_{G}
が成り立つ.よって, S=k_{G}, V=k_{H} として M の極小射影分解から両側傾斜複体を構成することができ
る.このとき, M は (k_{\triangle G})\uparrow^{G\times G}\downarrow G\times N_{G}(P) の直既約因子で,その他の 0 でない項は A‐B‐両側加群として射
影的であるので,splendidであることがわかる.
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A のBrauer 樹木において,例外頂点から1番遠い場所に位置する単純 A‐加群 S が自明な単純加群 k_{G} で
ない場合は,
$\Omega$^{l}k_{G}\cong S
を満たす 1\leq l\leq 2e-1 が存在するので, M を $\Omega$^{l}M で置き換えれば,
$\Omega$^{l}M\otimes_{B}k_{H}\cong$\Omega$^{l}(M\otimes_{B}k_{H})\cong$\Omega$^{l}k_{G}\cong S
を満たす.この $\Omega$^{l}M の極小射影分解から,求める両側傾斜複体を得る :
. . . \rightarrow P_{1}\rightarrow P_{0}\rightarrow$\Omega$^{l}M
ただし,Pi は P($\Omega$^{l+i}M) の適当な直和因子である.この両側傾斜複体は, A-B‐両側加群の導来圏において次
の複体と一致する :
\rightarrow P_{1}\rightarrow 恥判  P($\Omega$^{l-1}M)\rightarrow P($\Omega$^{l-2}M)\rightarrow\cdots\rightarrow P(M)\rightarrow M\rightarrow 0
ただし  $\varphi$ :  P_{0}\rightarrow P($\Omega$^{l-1}M) は,元々の微分 P_{0}\rightarrow$\Omega$^{l}M と埋め込み $\Omega$^{l}M\rightarrow P($\Omega$^{l-1}M) の合成で,
P($\Omega$^{l-1}M)\rightarrow P($\Omega$^{l-2}M)\rightarrow\cdots\rightarrow P(M)\rightarrow M\rightarrow 0
は M の極小射影分解を P($\Omega$^{l-1}M) で切り取ったものである.よって,先ほどと同様の議論により, $\Omega$^{l}M の
極小射影分解から得られた両側傾斜複体もsplendidであることがわかる.
4例











である. G_{\grave{0}}H は巡回シロー 7‐部分群を持つので, kG, kH の主ブロックはBrauer樹木多元環となる. kG の
主ブロック A は3つの単純加群 S_{1}=k_{G}, S_{3} , S_{5} を持ち,以下の Brauer 樹木を持つ [1].
kH の主ブロック B は3つの単純加群 V_{0}=k_{H} , V2, V4を持ち , 以下の Brauer 樹木を持つ [1].
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Rickard[6] により, A と B は導来同値であることがわかるが,この証明は A 上の片側傾斜複体 T で,その自
己準同型環が B となるようなものを構成することでなされた. T の構成は以下の通りである :
T=\displaystyle \bigoplus_{i=1,3,5}T_{i}
ただし,
T_{1} = 0 \rightarrow P(S_{3}) \rightarrow P(S_{5}) \rightarrow P(S_{1}) \rightarrow 0
T3 = 0 \rightarrow  P(S_{3}) \rightarrow  0 \rightarrow  0 \rightarrow  0
T_{5} = 0 \rightarrow P(S_{3}) \rightarrow P(S_{5}) \rightarrow 0 \rightarrow 0
であり,どの複体も P(S_{3}) が次数 0 に位置するとする.
次に A‐加群の複体と見なしたとき, A の導来圏で T と一致するようなA‐B‐加群の両側複体 C を構成す
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